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Operatori logici e porte logiche
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La logica formale studia le proposizioni dichiarative, dqer pro-
posizione si intende I'insieme di soggetto e verbo. E piraposi-
zione dichiarativa quella proposizione nei confronti della quale
possibile stabilire se & vera o se ¢ falsaro o Falso sono gli unici
valori che pud assumere una proposizione dichiarativa.rbpgsi-
zione che non si puo suddividere in altre proposizioni, sedissere
elementare.

Il valore di una proposizione dichiarativeefo o Falso) puo essere
espresso in vari modi, a seconda del contesto. Generalnstiate
tribuisce alla cifra numerica uno il significato \@ro, mentre a zero
si attribuisce il valordralso, cosi come nell'applicazione elettroni-
ca si utilizza un livello di tensione vicino a quello di alintazio-
ne per rappresentakéro e un valore di tensione vicino a zero per

(0%

rappresentarEal so.
Falso 0 oV 1
tensione di
Vero 1 alimentazione ' Y Y

La variabile che pud assumere solo il valore risultante dapropo-
sizione dichiarativa, € unaariabilelogica. Un’espressione logica o
unafunzone logica € quella che produce un risulta#ero o Falso.
L'espressione o funzione logica puo essere costituita dpgsizio-

ni dichiarative, da valori costanti (espressi secondoriaéoprevista
per rappresentaiero o Falso) e da variabili logiche. Per connettere
0 comunque per intervenire nei valori delle varie componéeit
I'espressione, si utilizzano degli operatori che rappreseo delle
funzioni elementari.

Si distinguono generalmente gli operatori logici in «una&in «con-
nettivi logici», per distinguere se intervengono in un s@tore logi-
co, oppure su due o piu valori logici. Gli operatori logicipgissono
vedere come delle scatoline, aventi uno o piu ingressi, maica
sola uscita: in tal caso, si chiamaparte logiche.

Gli operatori logici hanno forme differenti di rappresegitae, in
base al contesto e in base alle limitazioni tipografiche ssicdeve
sottostare. Pertanto, ogni volta che si legge un documémtdratta
guesto genere di argomenti, € necessario inizialmente reordere
qual e la simbologia adottata, tenendo conto che anchetelifio
dello stesso testo si possono alternare simbologie differe
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Tabella u97.2. Alcune notazioni alternative degli opetato
logici comuni, associate alla simbologia delle porte lbgic
corrispondenti.

'. a a a |af>—a
El] NOT a a’ a |a|>—3
aQbaawnb | a-b [a A b2 )anp
‘aORb a+b|a Vv bl ] )avp
o a Xor b a ® by ] )asd

Per definire il significato degli operatori logici si utilazo delle
tabelle di verita, mettendo a confronto le variabili in iagso con
I'esito finale.

Operatori unari

Gli operatori logici unari ottengono in ingresso un soloovel lo-
gico; sono disponibili I'invertitore logico (NOT) e il nomvertitore
logico.

L'invertitore logico & I'operatore unario che inverte illgee logico
ricevuto in ingresso: se in ingresso riceve il valveso (1), in uscita
genera il valord=also (0); se in ingresso riceve il valofalso (0), in
uscita genera il valorgero (1).

A titolo di esempio, se la variabile logica «A» contiene fuitato
della proposizione dichiarativa «Antonio mangia», I'egsione lo-
gica «<NOT A» e equivalente alla proposizione dichiarati#atonio

non mangia».

Il non-invertitore logico e I'operatore unario che preseint uscita
lo stesso valore ricevuto in ingresso. Il nome che viene dajoe-
sto tipo di operatore allude alla presenza ipotetica di caganioni
consecutive che si eliminano a vicenda. Per esempio, seik va
bile logica «A» contiene il risultato della proposizionehiarativa
«Antonio mangia», I'espressione logica «<NOT A» € equiviEet-

la proposizione dichiarativa «Antonio non mangia», mamsiesso
modo, «NOT (NOT A)» e equivalente alla proposizione oritgna

a a | a

«Antonio mangia».

a - a—_a
0|1 d— a 0|0 —

0 1

1 1 afDO—D%a
Dagli esempi mostrati si dovrebbe intendere il fatto che im p
colo cerchio rappresenta un’inversione logica, e si pudocat
re all'ingresso o all'uscita di una funzione logica rapermsita
graficamente. Pertanto, valgono le equivalenze seguenti:

a%}a = aﬂD%a
a%><%§ = a%ﬁ

Connettivo AND

| connettivi logici sono gli operatori che utilizzano duegiessi. Il
connettivo AND restituisce il valor&ero solo se entrambi i valo-
ri in ingresso sono pari ®ero. Per esempio, se la variabile logica
«A» contiene il risultato della proposizione dichiaratiAntonio
mangia» e la variabile «B» contiene il risultato di «Pieigge», I'e-
spressione «A AND B» equivale alla proposizione «Antonimgia

e Piero legge».
A
0 a —
0 —aAb
0 b—
1

a bla

—_——0 O
—_o = O

La porta logica AND, quando ha piu di due ingressi, espriree I’
quivalente di un’espressione in cui tutte le variabili igiesso sono
collegate dall’operatore AND:

a
b
Z

Connettivo OR

Il connettivo OR restituisce il valorgero se almeno uno dei due in-
gressi dispone di un valore parMaro. Per esempio, se la variabile
logica «A» contiene il risultato della proposizione didhidva «An-
tonio mangia» e la variabile «B» contiene il risultato died®ileg-
ge», I'espressione «A OR B» equivale alla proposizione cAiat
mangia e/o Piero legge».

a b|avb

00| 0 a
TR
1 ol 1 b

1 1] 1

La porta logica AND, quando ha piu di due ingressi, espriree I’
quivalente di un’espressione in cui tutte le variabili igiesso sono
collegate dall'operatore OR:

a
b

avbv-vz

Z
Connettivo XOR

«
Il connettivo XOR restituisce il valorgero se solo uno dei due in-
gressi dispone di un valore parMaro. Per esempio, se la variabile
logica «A» contiene il risultato della proposizione didhidva «An-
tonio mangia» e la variabile «B» contiene il risultato died®ileg-
ge», 'espressione «A XOR B» equivale alla proposizioneteAio
mangia oppure Piero legge». Va comunque osservato cherieton
tivo XOR si considera derivato dagli altri e puo essere titadim

forme diverse, ma equivalenti.
a — —
@}{}(avbw\ (avh)
a®b b
0 a
1 bjD a®b Z@D @Vb)A @Ab)
1
0
a —

Anche la porta logica XOR puo avere piu ingressi, come ae/ar

AND e OR:
a
b
;% abbd Pz
z

Ordine di precedenza

—_—0 0 &
-0 =0o o

«
Le espressioni logiche vanno risolte tenendo conto che pgra
tori hanno un ordine di precedenza: NOT, AND, OR. Per esem-
pio, atb-c' va inteso come+(b-(c’)). Naturalmente, l'ordine di
precedenza puo essere modificato utilizzando opporturtanien
parentesi.
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Valori irrilevanti nelle tabelle di veritda

«
A volte si possono semplificare le tabelle di verita di unazfane
logica quanto alcune variabili in ingresso, in certe citange, pos-
sono assumere qualsiasi valore senza interferire nefaisuln quei
casi, al posto del valore si mette convenzionalmente utexrde«x».
Atitolo di esempio, si consideri la funzione logica che sieste dal-
I'espressionéA:(B+C). Nella figura successiva si vede la tabella di
verita completa e a fianco una versione semplificata dekzate

Figurau97.11. Semplificazione delle tabelle di verita iesenza
di condizioniin cui i valori di certe variabili diventanailevanti.

A B C | AB+C)
0 00 0
0 0 1 0 A B C| AB+0)
010 0 0 x x 0
0 1 1 0 1 00 0
1 00 0 = 101 1
1 01 1 1 10 1
1 10 1 111 1
111 1
Equivalenze

«
Attraverso gli operatori logici si possono costruire delpressioni
complesse, nelle quali esiste la facolta di applicare dedlsforma-
zioni, di solito con lo scopo di cercare di semplificarle, nesendo
pero lo stesso risultato. Per questo sono molto importaatremi

di De Morgan, secondo i quali:

a

2T e (asny
a- b'=( atby °

a+ b'=( a- by

D T D SRy

Mettendo assieme le tabelle della verita dei vari operabgici con
i teoremi di De Morgan, si ottengono le equivalenze della ltabe
la successiva su cui si basa I'algebra «logica», ovvergéfala di
Boole.
Tabella u97.13. Equivalenze dell’algebra di Boole. Si e
cheab rappresenti semplicemenrgeb in modo compatto.

M at+0=a @ a0=0
@ a+tl=1 @ al=a
® ata=a ® aa=a
N a+a’ =1 ® aa=0
©® at+b=Db+a 109 ab=ba
1y a+(b+c) = (atb)+c @ a(bc) = (ab)c
13 a(b+c) = ab+ac 14 at+bc = (a+b)(a+c)
5 (atb) = ab’ 8 (ab) = a'+b’
a a
(Mao=0 = )0 (a0 O:D_ .
(3) a+1=1 ?:D— 1 (@) al=t ?:D—1
a
(5) a+a=a a:D— a  (6)aa-a L —a
a
(7) a+a’=1 a E FD_ 1T ATt >—1
(8) a-a’=0

sl 00 =D
732

(9) a+b=b+a

a _ a+b b p— b+a
b a
P=D—av S

(11) a+(b+c)=(a+b)+c

(10) a-b=b-a

a_
o QD— (a+b)+c
a .
b ED— a+b+c
C 1

(12) a-(b-c)=(ab)-c a
. b Ql > (ab)c
b $F| > a-(bc) a
c b = D)—abec
C 1

(13) a:(b+c)=a-b+a-c a

2 _ﬁD* a-(b+0c) E%D— ab+ac
o=

C C —

a
b — ) > a+(o+c)
b= >

(14) a+(b-c)=(a+b):(a+c)
b —[ Da_+(b-c)

(15) (a+by=a"b’

2 :Do—(a+b)’ z :@D*a’-b’ Z :@_a"b’

(16) (a-by=a’'+b’
a—| >0
Z:Do—(a.b)' b_l>o_,—D—a'+b,
(17) (a)=a
a —|>°—|>°_a a —0|>0— a a —l>— a

Quando nelle espressioni si utilizzano solo gli operatgidi tra-
dizionali (AND, OR, NOT), i teoremi di De Morgan consentono di
trasformare facilmente una funzione logica nel suo comptem In
pratica, data la funziorf si ottiene la negazione logi¢aseguendo
la procedura seguente:

2 D

*si scambiano gli operatori AND originali con gli operatori
OR, mettendo delle parentesi per non modificare I'ordine di
valutazione;

* si scambiano gli operatori OR originali con gli operatoiB,
facendo in modo di evitare che questo cambiamento cambi
I'ordine di esecuzione della valutazione;

* si complementano tutte le variabili (operatore NOT).

Si veda I'esempio seguente:
f =atb’ c+tde+g'h’
f'= a'(b+c’)(d+e)(g+h)

Somma dei prodotti
«
Una funzione logica & un’espressione composta da variabgtanti

logiche e operatori logici, la quale produce un risultaigido (Vero

o Falso). Tuttavia, una funzione logica pud essere descritta sem-
plicemente attraverso la tabella di verita che abbina irvalelle
variabili al risultato atteso per ogni combinazione detksse.
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E possibile sintetizzare il comportamento di una funziongida
attraverso cio che si definisce cors@mma dei prodotti: si parte
dalla tabella di verita che si vuole ottenere e si elencaorodotti
fondamentali logici che descrivono ogni condizione degli ingressi.

Tabella u97.14. Prodotti fondamentali delle funzioni a@vdoe,
tre e quattro variabili.

A B fmf(;g:titf’::ruala A B CD fmﬁ;‘;:ii:;la
00| AB 000 0| ABCD’
01| AB 000 1| ABCD
10| AB 001 0| ABCD
11 AB 001 1| ABCD

010 0| ABCD’

010 1| ABCD

01 10| ABCD
A B C| o 011 1| ABCD
00 0| ABC 100 0| ABCD
00 1| ABC 100 1| ABCD
01 0| ABC 101 0| ABCD
01 1| ABC 101 1| ABCD
1 00| ABC 110 0| ABCD’
10 1| ABC 110 1| ABCD
1 10| ABC 1 11 0| ABCD
11 1] ABC 1 11 1| ABCD

Per esempio, la funzione nota come NXOR (funzione di dueavari
bili che si avvera solo quando le due variabili hanno lo stess
lore) si sintetizza secondo il procedimento che si pud cempere
intuitivamente dalla figura successiva.

Figura u97.15. Sintesi a partire dalla tabella di veritaladel
funzione NXOR, attraverso gli operatori logici fondaméinta

prodotto risultato sintesi sintesi
A B o l atteso normale inversa A
00 A'B’ I —> A'B @
7 >— A'B+AB
01 A’B 0 ———> A'B B
10 AB’ 0 ———> AB’ A
11 AB 1 —> AB ¢ Bﬁ}i (A'B+AB"Y
(A'B+AB’)
A’B’+AB

L’esempio della figura permette di ottenere due alternasgeondo
quello che & noto come «somma dei prodotti», ma cio non togke
ci possano essere altre possibilita di sintesi.

Mappe di Karnaugh

Una funzione logica puo essere rappresentato in una mapfe-di
naugh, a partire dalla sua tabella di verita; attraverse taap-
pa si puo poi cercare un modo per semplificare I'espressibee ¢
sintetizza la funzione e di conseguenza il circuito che dizea.

La mappa di Karnaugh € una rappresentazione bidimensideale
prodotti fondamentali di una tabella di verita da analiezam pratica
si dividono a meta i prodotti fondamentali e si rappresemiarun
rettangolo. Nelle immagini successive si mostrano tre raapyote,
relative al caso di due, tre e quattro variabili: bisogna farolta
attenzione alla sequenza dei prodotti fondamentali, gergresta
non corrisponde a quella che si usa normalmente nelle éabella
verita.
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Figura u97.16. Mappe di Karnaugh contenenti la definiziagie d
prodotti fondamentali a cui ogni cella fa riferimento.

BB ABCD
T 000 0|ABCD
A |AB AB 000 1| amen
001 0| ABCD o o .
. cp cp @ D
A |ABT AB 001 1| ABCD
01 00| ABC'D" AB’'| AB'C’'D'A'B'C’'D A'B'CD A'B'CD*
010 1| ABCD
iBc c c 01 10| ABCD'  ,p| ypep ABCD ABCD ABCD
oo 011 1| ABCD
00 1|apc AB|ABC ABC 100 0] ABCD! AB | ABC’D' ABC'D ABCD ABCD’
01 ol ase 100 1| ABCD
01 1| amc AB|ABC ABC 101 0) AB'CD AB’ | AB'C'D’ AB'C'D AB'CD AB'CD’
o 101 1| ABCD
Lo ABF AB | ABC’  ABC 1 100]| ABCD
LoLpare 110 1| ABCD
PEOTARC p|ame abc 1 110| ABCD
PLLhaBe 1111l aseo

Le mappe vanno compilate mettendo nelle celle la cifra 1 mico
spondenza dei prodotti fondamentali validi. Le immagiricassive
propongono degli esempi, confrontando la tabella di veria la

mappa compilata corrispondente.

Figura u97.17. Mappe di Karnaugh compilate in base alldiabe
di verita che appaiono al loro fianco.

ABCD
o 0000 1
0 0001 1
0010 o0 .
> D D
Aot 0011 0
L AB| 1 1 0 0
0101 1
c c o110 o B | | | o
ﬁzgl 0111 1
AB L 1 rooo ! AB 1 0 0 1
g?éé 1oot 0
AB| 0 0 roto ! AB’ 1 0 0 1
oo Lot 0
Looy 1 B |1 0 1100 1
rotot 1101 0
progot A | 1 1 1110 1
rrrbo [ 0

Una volta compilata la mappa, si vanno a raggruppare le chie
contengono la cifra 1 e che si trovano adiacenti in sensaanizle
o verticale.

Figura u97.18. Mappe di Karnaugh con le celle raggruppate
verticalmente e orizzontalmente.

BB ABCD
0000 1
@ o 0001 1
0010 0 .
D D CD D
NENO 0011 0
oroo ! IS 1 0 0
0101 1
C c oo 0 A'B 1 1 1 0
:‘;‘; ; 011 1
g? (1] 1001 0
AB| 0 0 roto ! AB' 1 0 0 1
?(1, (1’ 1o 1 0
Lo , AB | (1 0 1100 1
o . 1101 0
[N 0

Quando due celle adiacenti, in verticale o in orizzontad@tengono
il valore 1, una variabile che riguarda le due celle diventdile. La
figura successiva dimostra intuitivamente il procedimento

Figurau97.19. Semplificazione in presenza di due celleadia
con valore 1.

AB B B

00 1

01 I A’ —>» A'B'+A'B=A'(B'+B)=A"1=A’

1 0] 0 A>@D A>

1 1 0 A 0 0 B> B>g“'@9
A>

s Vad AS———T>o>

A B B B

00| O ,

01 1 A 0 1

Lol o L > A'B+AB=(A'+A)B=B-1=B
A> A

L < e o
B > B >

Vad
B > H > B>—--P—>

La semplificazione deriva dal fatto ckkeOR x’ & sempre vero; per-
tanto, quando un raggruppamento rettangolare dimostrarzhea-
riabile appare sia nella sua forma normale, sia negataifisgyche
si pud semplicemente ignorare.
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re prodotto da alcune combinazioni delle variabili di irgge. In
guesti casi, per sintetizzare la rete combinatoria si peglere li-
beramente il valore di uscita che risulta pit convenientBotica
della semplificazione.

Figura u97.20. Esempi di semplificazioni con mappe a due e tre
variabili.

A @ 0Ol 5 am

A'B'+AB
A0 El—» AB/

Figura u97.23. Esempio di semplificazione in presenza @i esi
indifferenti; si mostrano tre ipotesi di soluzione.

D’ D D CD’
A B C
A'B’
0000 1
I C 0001 x .
A B
0 o g N 0010 0 8
0o 1] 1 AB| (1 1 J—> ABC+ABC=AB 00 11 X S
01 0 o , 0100 1 oo b CD
01 1] o AB| 0 0 gi(l):) 1 wl o o ]
1 00 1 —_— sv . _ N x AB 1 1 x x .
AB 1 0 AB’C’+ABC’ = AC 01 1 1 X }AC«AE
101 1 L0 0 0 AB x 1 1 X |—t—= B
110 1 x .
AB’ 1 1 > Eyatl C= i AB’ x ] 0 x
L1 0 AB’C’+AB’C = AB 100 1 0
¢ 1 010 X cr b D
A’B’+AB +AC’ Lo 1 0 [0 [ (o S S Y
. . . e . 1100 x AR 1 1 x x }AC'D'+BC
Figura u97.21. Esempio di semplificazione con mappa a quattr 1101 1 | > nc
. o AB x 1 1 X
variabili. 1110 X - PR
ABCD 1111 1
HR Le mappe di Karnaugh si possono usare anche in presenzafdnpiut
O I cr 0 @ zioni che condividono le stesse variabili di ingresso. Ircteso si
orool 1 el (o N . . valutano tante mappe quante sono le funzioni per cercarsintesi
0101 1 B CD'+A’'B'C’D+A’BCD +A’BCD = A'C’ i A N N A
I o D FECDIABCDIBED AR =AC per ognuna; successivamente, se si realizzano questeffiiatira-
0111 1 —> A’BC'D+A’BCD = A'BD . . . . . . . .
Looo| 1 ] verso un circuito logico, si cercano elementi comuni pedagderli
oot o AB 1 0 0 1 > ABC'D'+ABCD'+AB'C'D'+AB'CD’ = AD' . B
oo 1 senza duplicarli.
1011 0 ABY ! 0 0 ! . . . . e .
t1oo| 1 Figura u97.24. Due funzioni delle stesse variabili, sinzette
R A'C+A'BD+AD’ attraverso due mappe.
[ | 0

N . . AR c c c c
Nella delimitazione delle zone che consentono di otteneeesem- ancl s K
plificazione logica, si possono ignorare le zone che si spoago- sorprt Rl ' L > ac Rl E}»H ae
no completamente con altre, come si vede nella figura sueaess N I }Am-c i
. . . L. . . 100 0 0
dove si possono produrre due risultati alternativi eqeil tot| o o AP - e ABN 00
rro|l 10 . .
Figura u97.22. Esempi di semplificazioni in presenza di aree (S O T wLe °

sovrapposte e ridondanti.

cD CD CD D
B'CD
AR’ +  ABC
ACD  +
A'B + A’BD
BCD +
AB + ABC
ACD’ +
AB’ AB'D’
A'B ABC
+
A'B A’BD
+
AB ABC
+
AB’ AB'D’
D CD D D’
— B'CD
AR U 0 0 +
A'CD
A'B 0 0 +
BCD
AB 0 0 1 +
ACD’
AB’ m 0 0 1

Le mappe di Karnaugh permettono di semplificare facilmemiz u

funzione logica, purché non si superino le quattro variahili-

versamente sarebbe necessaria una rappresentazione gitie o

dimensioni.

In situazioni particolari, pud accadere che sia indiffégeih valo-
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Figura u97.25. Soluzione in forma di circuito logico, prima
separata, poi unita risparmiando una porta logica.

gz f“ A>
> Cc> A
o |

Mappe di Karnaugh con la funzione XOR

Le mappe di Karnaugh danno soluzioni formate attraversopg
ratori logici fondamentali (AND, OR, NOT); tuttavia, spes& co-
modo avvalersi dell’'operatore XOR, al pari di quelli fondamtali.
Nelle mappe di Karnaugh l'operatore XOR si manifesta in modo
particolare, come si vede nella figura successiva.

Figura u97.26. Mappe di Karnaugh relative a funzioni XOR a
due, tre e quattro variabili.

ABCD

0000| o

0001 1

00 1o ! CD D CD CDr

001 1| o

0100 1 C C
A'B 0 1 0 1

0101 0 ) )

ooy 0 AR @ 0 0 0

0111 o0

Looo ! AB 0 0 0 0

toot1| o

1010 o0 AB Q) 0 0 0

1011 0

1100 o

1101 0

1110 0

Lo 0
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Figura u97.27. Esempi di individuazione di funzioni XOR a&du
variabili nelle mappe di Karnaugh a ingressi variabili. L@ z
ne colorate di giallo sono impossibili, ammesso che le tidria
usate per le funzioni XOR non siano negate.

c c c c c c
AB| 0 @ ABC  AB| 0 0 AB| 0 0
a| (1) o |ase  as| (1) o |asc as| o (1) |aBC
AB| 0 0 AB| 0 0 AB| 0 0
AR’ @ 0 |apC AR’ @ 0 |apcc  AB| 0 @ AB'C
— — —_
(A'B'C'+A’BC+AB'C’) (A'B+AB")C’ (A"B+AB")C
A®B®C A®BC A®B C
c c c c c c
AB| 0 0 AB| 0 @ ABC AR 0 0
AB| 0 @ A'BC A'B @ 0 [ABC AB| O 0
as| (1) o |asc aB| o 0 as| (1) o |aBC
AB| 0 0 AR | 0 0 AB| 0 @ AB’C
—_ —_ &o
(A'C+AC")B A'(B'C+BC") ABC'+B’C)
A®C B AB®C AB®C

Figura u97.28. Esempi di individuazione di funzioni XOR a&du
variabili nelle mappe di Karnaugh a quattro ingressi: leezon
in giallo sono impossibili, ammesso che le variabili usatelp
funzioni XOR non siano negate.

CcD CD CD CD’ cD CD CD CD’

OO

AB° Gi/_o\G)\

AB @ @ 0
/4
aBCD AB’C’D ABC'D
A'B’CD it ABCD'
A’BC’D’ A’BCD’ - AB’CD ¢
g AB'CD’  A'n- = =
ABED B A'B’(C ® D) AB'(C ® D) AB (C ® D)
CD'(A ®B) CD'(A®B) A’BC’D
A’BCD’
A'BC'D A’BCD -
AB’C'D AB’CD A'B(C ®D)
CDA®B) CD(A®B)
¢ cp @ o cp b @ o
A'BCD 7\,/77 A'BC'D’
A'BCD’ w o /{,/ 0 ABC'D AB| o o @\ o
ACEOD . S \ scwen )
cwoD M./é | mcwe RO
A'BCD o— g | ,J ABC'D —— ApT| \\L® o
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Figura u97.29. Esempi di individuazione di funzioni XOR a tr
variabili nelle mappe di Karnaugh a quattro ingressi: leezon
in giallo sono impossibili, ammesso che le variabili usaelp
funzioni XOR non siano negate.
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